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Numerische Berechnung der gekoppelten Verteilungen vonPotential und Temperatur
fiir Wasserstoff-Lichtbdgen endlicher Linge in axialen Magnetfeldern

J. RAEDER und S. WIrTZ

Institut fiir Plasmaphysik, Garching bei Miinchen

(Z. Naturforsch. 25 a, 459—472 [1970] ; eingegangen am 22. Dezember 1969)

The energy balance is used to derive a partial differential eqution for the heat flux potential
in a rotational symmetric arc column of finite length. This equation is combined with a correspond-
ing equation for the electric potential in order to calculate the distributions of temperature and
electric potential for an arc discharge in a strong axial magnetic field. Because the coupling of the
two equations is very complicated, all investigations have to be made numerically. The influence
of mass flow is studied by taking into account drastically simplified distributions of the azimuthal

and radial flow velocities.

1. Einleitung

Die maximal erreichbaren Temperaturen in lan-
gen Wasserstofflichtbogen werden von den radialen
Energieverlusten bestimmt. Den Anteil der Warme-
leitung an diesen Verlusten kann man durch ein
starkes, axiales Magnetfeld sehr wesentlich vermin-
dern. Auf diese Weise werden Achsentemperaturen
bis zu etwa 1,5:10% °K 173 erreicht. Dazu werden
Lichtbogen verwendet, deren Kathodendurchmesser
(1,5—2 cm) klein ist gegen die Bogenldange (10 cm
bis 80 cm) und den Durchmesser des Kessels (6 cm
bis 10 cm), der die Entladung umschlieen muB, da
diese bei vermindertem Druck brennt (5 — 10 Torr).
Der zylindrische Teil der Bogenséule besitzt unter
diesen dufleren Bedingungen einen Durchmesser von
etwa 3 cm, der damit wesentlich kleiner als die lichte
Weite des Kessels ist. Diese Beobachtung weist dar-
auf hin, daB der Bogen nicht wesentlich durch die
Kesselwand stabilisiert sein kann. Ein weiterer Be-
weis fiir diese Annahme ist das Versagen der Theo-
rie zylindersymmetrischer Bogen* bei Verwendung
des Kesseldurchmessers in der Randbedingung bei
der Losung der Energiegleichung. Nur die Verwen-
dung des optischen Durchmessers fiihrt dagegen zu
besseren Resultaten. Dieses Ergebnis ist aber unbe-
friedigend, da sich am optisch sichtbaren Rand keine
physikalische Wand mit vorgeschriebener Tempera-
tur befindet.
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Zur Losung dieser Probleme wollen wir die Vor-
aussetzung der Zylindersymmetrie aufgeben. Als we-
sentlichste Konsequenz folgte aus dieser Annahme
ein iiber den Radius konstantes axiales elektrisches
Feld. Gerade diese Folgerung trifft aber nicht mehr
zu, wenn der Bogen zwischen kleinen Elektiroden in
einem starken axialen Magnetfeld brennt®. Dieses
fithrt zu einer starken Anisotropie der elektrischen
Leitfdhigkeit und kann auBlerdem zu schnellen Ro-
tationen der Bogensidule fithren. Beide Effekte fiih-
ren zu einer Konzentration des axialen elektrischen
Feldes auf den zylindrischen Raum zwischen den
Elektroden.

Wir werden deshalb das elektrische Feld nicht
vorgeben, sondern aus der Potentialverteilung ablei-
ten, die wir simultan mit der Temperaturverteilung
berechnen wollen. Das entsprechende System von
zwei partiellen Differentialgleichungen wird aus den
Erhaltungsgleichungen fiir die elektrische Strom-
dichte und die innere Energie eines stationdren,
rotationssymmetrischen Bogens abgeleitet. Die Lo-
sungen dieser Gleichungen sollen fiir verschiedene
Modelle numerisch berechnet werden.

2. Grundlagen
2.1. Energiebilanz und Ohmsches Gesetz

Als Ausgangspunkte dienen die Erhaltungsglei-
chungen fiir die innere Energie u pro Volumeinheit
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und fiir die Stromdichte j. Fiir u gilt bei Vernach-
ldssigung von Strahlung ¢:

du/dt+uV u+pV-v+V-q=j-E* (1)
(EX=E +vxB ist das elektrische Feld in dem
Koordinatensystem, das sich mit der Schwerpunkts-
geschwindigkeit ¥ des Plasmas bewegt; p = Gesamt-
druck).

du/dt =Qu/dt +v-\/u ist die totale Anderung
pro Zeiteinheit der inneren Energie fiir ein Volum-
element, das sich mit der Geschwindigkeit ¥ bewegt.
Die Anderung von u wird bewirkt durch den kon-
vektiven Energietransport u \/ ‘v, durch die Kom-
pressionsarbeit p \/ v, durch die Divergenz des
Wiarmestroms \/*q und durch die Ohmsche Hei-
zung j-E*.

Fiir j verwenden wir die Form der Stromtrans-
portgleichung, die Braginsky fiir ein vollionisiertes
Zweikomponentenplasma im lokalen thermischen
Gleichgewicht abgeleitet hat?. Im stationdren Fall
gilt:
j=0,E¥+0, E} +0,E*xh (2)

+BVIT+B V1 T+B;V T xh
mit

E*=E+v><B+~el,i;Vpe.

Die Indizes ,|“ und ,,L“ bezeichnen die Richtung
parallel bzw. senkrecht zum Magnetfeld B=B-h
(h ist der Einheitsvektor von B).

Da wir diese Gleichung auch fiir die Bereiche teil-
weiser Ionisation verwenden wollen, miissen wir den
Einfluf} der Stofle zwischen Elektronen und Neutral-
teilchen auf die Transportkoeffizienten 6 und f be-
ricksichtigen. Eine genauere Beschreibung und eine
Formelsammlung fiir diese Transportkoeffizienten
findet sich in 5.

Wegen der Stationaritit (9/3¢t=0=Y/xE =0)
konnen wir das elektrische Feld aus einem Poten-
tial @ ableiten:

E=-V9o. (3)

Daraus folgt zusammen mit \/*j =0 und dem Ohm-
schen Gesetz (2) eine partielle Differentialgleichung
fir @, deren Koeffizienten im wesentlichen von der
Temperatur und von B abhdngen ®. Aus der Losung
dieser Gleichung lassen sich die Komponenten des

¢ E. H. HoLT u. R. E. HaskeLL, Foundations of Plasma Dy-
namics, The Macmillan Company, New York; Collier.
Macmillan Ltd., London 1965.
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elektrischen Feldes E und der Stromdichte j berech-
nen, wenn die Temperaturverteilung bekannt ist.

Uber die Temperaturabhingigkeit der Transport-
koeffizienten in der Energiebilanz und in der Poten-
tialgleichung entsteht eine Kopplung zwischen den
Verteilungen der Temperatur und des Potentials.
AuBlerdem sind die beiden Gleichungen natiirlich
iiber den Quellterm j-E* in der Energiebilanz mit-
einander verbunden.

Da wir eine rotationssymmetrische Bogenentla-
dung untersuchen wollen, legen wir den folgenden
Rechnungen ein Zylinderkoordinatensystem (r, ¢, z)
zugrunde, dessen z-Richtung mit der Symmetrieachse
der Entladung zusammenf{allt.

2.2. Annahmen

Das fiir den Lichtbogen verwendete Modell wird
durch folgende Annahmen bzw. Vernachldssigungen
vereinfacht:

a) Die Vorginge sind stationdr (3/3¢t=0).

b) Alle Verteilungen sind rotationssymmetrisch
(3/9p=0).

¢) Im ganzen Bogen herrscht lokales thermodyna-
misches Gleichgewicht.

d) Das Magnetfeld ist homogen und weist in z-
Richtung (B = 1 Tesla). Durch diese Annahme ver-
nachlédssigen wir die Magnetfelder der axialen und
azimutalen Strome im Plasma. Die vernachlassig-
ten Feldkomponenten liegen bei den Experimenten,
mit denen die Rechnungen verglichen werden sollen
(I=2-10%A, B=1—4Tesla, py~103N/m?), in
der Groflenordnung von 1072 Tesla. Wir setzen also
fiir B an: B(0,0, B,).

e) Vom Bogenrand zur Achse hin steigt der
Druck im Plasma an. Dieser Effekt, der durch die
ambipolare Diffusion und durch den Nernst-Effekt
(Thermokraft proportional zu \/T x B) verursacht
wird, 1a8t sich fiir ein zylindersymmetrisches Plasma
leicht berechnen 8 9. Die Druckerhéhung hingt vom
AuBlendruck ps , vom Magnetfeld und von der Tem-
peratur ab. Im vollionisierten Wasserstoff gilt:
p o< T"%. Im rotationssymmetrischen Plasma endlicher
Lénge mit axialen Gradienten der Temperatur ent-
stehen zundchst Druckunterschiede ldngs der Ent-
ladung. Da jedoch der Bogen in unserem Fall an
den Enden durch massive Elektroden begrenzt wird,

7 S. I. BRAGINSKY, in: M. A. LEONTOVICH, Reviews of Plas-
ma Physics, Consultants Bureau, New York 1967, Band I.

8 R. WIENECKE, Z. Naturforsch. 18 a, 1151 [1963].

9 J. RAEDER u. S. WirTz, Z. Naturforsch. 23 a, 1965 [1968].
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auf denen sich der Druck ,,abstiitzen“ kann, wird
der Druckausgleich parallel zu B zu einer Druckver-
teilung fithren, die nicht von z abhéngt. In guter
Néherung wird das radiale Druckprofil vorliegen,
welches die Theorie des zylindersymmetrischen Fal-
les fiir den Querschnitt mit der hochsten Achsentem-
peratur ergibt. Bei der Berechnung der Potential-
verteilung kann diese Tatsache leicht beriicksichtigt
werden, da fiir alle vorkommenden Transportkoeffi-
zienten Formeln vorliegen, die von p und T abhén-
gen. Zur Bestimmung der Temperaturverteilung wer-
den dagegen die Warmeleitungskoeffizienten x| und
%] im teilweise ionisierten Plasma aus Tabellen ent-
nommen, die von verschiedenen Autoren berechnet
wurden (s. Abschnitt 2.3). Die Eingabe dieser Werte
in Abhéngigkeit von p und T hatte einen grofen nu-
merischen Aufwand erfordert, der sich kaum gelohnt
hitte, da das Temperaturprofil nur unmittelbar vor
den Elektroden wesentlich von der Zylindersymme-
trie abweicht, sonst ldngs des Bogens aber sehr flach
verlauft. Aulerdem liegt die Annahme von Zylinder-
symmetrie schon den Berechnungen von %] im teil-
weise ionisierten Plasma zugrunde. Wir nehmen des-
halb an, daB lokal der in ? berechnete Zusammen-
hang zwischen p und T vorliegt. Mit dieser einfachen
Annahme werden die % zu reinen Funktionen der
Temperatur.

f) In den hier behandelten Lichtbogen treten ra-
diale, azimutale und axiale Stréomungen auf. Die
axiale Schwerpunktsbewegung hat zwei Ursachen:
die axiale Zufuhr des Bogengases an der Kathode
(z. B. im Experiment von ZANKL 2) und die j x B-
Krafte, die aus der Wechselwirkung radialer Kom-
ponenten der Stromdichte in Kathodenndhe mit dem
azimutalen Magnetfeld des Bogenstromes resultie-
ren. Da sich der Gasstrom vor der groBen, massiven
Anode staut, wird die von der Kathode kommende
Stromung lédngs der Bogenachse allmiahlich radial
nach auflen umgelenkt. Aulerhalb des heiflen Bogen-
kerns wird ein Teil des Gases zur Kathode zuriick-
stromen und so einen geschlossenen Wirbel bilden,
wihrend der Rest axial aus dem Bogengefdll abge-
pumpt wird.

Die Rotation der Bogensaule wird durch die Wech-
selwirkung radialer Stromkomponenten mit dem
axialen Magnetfeld angetrieben. Die bisher vorlie-
genden experimentellen Ergebnisse fiir Bogen mit
massiven Elektroden zeigen die schnellste Rotation
vor der Kathode und einen starken Abfall dieser
Bewegung zur Anode hin 2.
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Prinzipiell konnten wir diese Strémungen und
ihre Wechselwirkungen mit den Verteilungen von
Temperatur und Potential berechnen, wenn wir un-
sere Grundgleichungen durch die Impulsbilanz des
Plasmas (mit viskosen Kréaften) ergénzen wiirden.
Praktisch werden wir dieses duflerst schwierige Pro-
blem nicht angreifen, sondern uns darauf beschran-
ken, den Einflul vorgegebener Verteilungen von v,
und v, numerisch zu studieren.

Die axiale Geschwindigkeit v, werden wir aller-
dings immer vernachlassigen. Sie kann die Potential-
verteilung nicht direkt beeinflussen, da sie parallel
zum Magnetfeld gerichtet ist. Der Einflul auf die
Energiebilanz erscheint uns zu kompliziert, um eine
Untersuchung mit einer aufgepridgten Stromung zu
ermoglichen. Die Divergenz des konvektiven Ener-
gietransports langs der Achse entsteht durch die
radiale Ausstromung und durch axiale Temperatur-
gradienten. Diese sind allerdings nur kurz vor den
Elektroden gro, wiahrend das axiale Temperatur-
profil iiber den groften Teil des Bogens sehr flach
ist. Sicher tréagt die axiale Stromung merklich zu den
Energieverlusten der Entladung bei, quantitative
Aussagen kann man aber wohl nur durch eine mit
den iibrigen Plasmagleichungen konsistenten Berech-
nung des Stromungsfeldes erwarten.

2.3. Verwendete Materialfunktionen

Der Term \/-q in der Energiebilanz beschreibt
die Energieverluste eines Volumelementes durch
Warmeleitung. Wegen der Rotationssymmetrie tra-
gen nur die Warmestrome in axialer und radialer
Richtung zum Energietransport bei. Radial wird
Wirme durch Kontaktwidrmeleitung, normale Diffu-
sion (mit Beriicksichtigung der Reaktionsenergie bei
Dissoziation und Ionisation), Thermodiffusion und
den elektrischen Strom transportiert. In einem zylin-
dersymmetrischen Plasma verschwindet die radiale
Stromdichte j, . In diesem Fall lassen sich die rest-
lichen Effekte in einer Warmeleitfahigkeit x| zu-
sammenfassen, die fiir gegebene Werte von B und
pa nur von der Temperatur abhingt®. Wir verwen-
den 2| auch fiir das rotationssymmetrische Plasma
endlicher Lange (s. 2.2, Annahme e), d. h. wir ver-
nachldssigen den Warmetransport durch j,. Damit
ergibt sich:

g —»L(T) oL (4)

In axialer Richtung beriicksichtigen wir den Beitrag
des elektrischen Stromes zum Warmetransport 7:
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g:= —a(T) jo—1(T) 5. . (5)
Da bei unseren Rechnungen Temperaturen in dem
weiten Bereich zwischen der Wandtemperatur T,
=10% °K und Achsentemperaturen von der Grofen-
ordnung 103 °K auftreten, miissen wir fiir die Trans-
portkoeffizienten die Ergebnisse verschiedener Auto-
ren verwenden.

Bei Temperaturen unter 6-10% °K verwenden wir
fiir »|| die von GRIER 1? berechneten Werte. Diese Rech-
nungen gelten unter der Annahme, daf} der Wasser-
stoff noch nicht ionisiert ist, eine Annahme, die auch
bei unseren Werten fiir den Auflendruck py gut er-
fullt ist. In diesem Temperaturbereich tritt wegen
des Transportes von Dissoziationsenergie ein ausge-
pragtes Maximum von | auf, das wesentlich zu den
Energieverlusten des Bogens beitriagt. Fiir Tempe-
raturen zwischen 6-103 °K und 1,7-10%* °K werden
Werte fiir »#| verwendet, die von GRIER ! unter der
Annahme berechnet wurden, dall der Wasserstoff
vollig disssoziiert ist. Die Ergebnisse der Rechnun-
gen von Grier liegen in Form von Tabellen vor, die
fiir verschiedene Werte von p den Koeffizienten x|
als Funktion von T angeben. Wegen der Annahme e)
in Abschnitt 2.2 hingt p eindeutig von T ab. Die
den jeweiligen Paaren von p und 7' entsprechenden
Werte von x| werden mit den Tabellen durch lineare
Interpolation berechnet.
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Abb. 1. Die Warmeleitfdahigkeiten %] und » | fiir By=1 und
4 Tesla bei pA =103 N/m? als Funktion der Temperatur.

Fiir Temperaturen iiber 1,7-10* °K wird zur Be-
rechnung von #|| die von Braginsky angegebene For-
mel fiir vollionisierten Wasserstoff verwendet 7:
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%|| = X||Elektr. T #*[lIonen ) (6)
_ ~.10-10 [ W i) OK
=1,897-10 n 7| m. oK (T in "K).

Fiir niedrige Temperaturen (7 <6-103 °K), bei de-
nen die lonisation vernachldssigbar ist, wird die
Warmeleitfahigkeit nicht vom Magnetfeld beeinfluf3t.
Deshalb stimmt x| mit %|| iiberein. Fiir Tempera-
turen iiber 6-10% °K verwenden wir die in ? berech-
neten Werte. Die Abb. 1 zeigt #| und »| (By=1
und 4 Tesla bei py =10® N/m?) als Funktionen der
Temperatur.
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Abb. 2. Das Wirmestrompotential S(7) (definiert durch x | )
fiir By=1 und 4 Tesla bei py =103 N/m2.

Da uns keine Berechnungen von a im teilweise
ionisierten Wasserstoff bekannt sind, verwenden wir
im ganzen Temperaturbereich die von Braginsky an-
gegebene Formel fiir vollionisierten Wasserstoff:

a=0,6-10"*T [W/A], (T in °K). (7)
Fiir Temperaturen oberhalb von 10*°K ist diese
Néherung brauchbar. In diesem Bereich dominieren
die Stofle zwischen Elektronen und Ionen, weil der
Querschnitt fiir Elektron-Neutralteilchensto3e wesent-
lich kleiner ist als der Coulomb-Querschnitt. Wenn

10 N. T. GrIER, Calculation of Transport Properties and Heat
Transfer Parameters of Dissociating Hydrogen, NASA TN
D 14 06.

11 N. T. GRrIER, Calculation of Transport Properties of Ioniz-
ing Atomic Hydrogen, NASA TN D 31 86.
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die Temperatur unter 10* °K sinkt, besitzt der so
berechnete Koeffizient a einen groflen Fehler. Dieser
spielt aber keine Rolle, da so niedrige Temperatu-
ren nur in den Randzonen des Bogens auftreten;
dort aber sind die axialen Strome zu gering, um
einen wesentlichen Warmetransport verursachen zu
konnen.

Im Abschnitt 3 wird das Warmestrompotential S
verwendet, das durch die Gleichung

T
S(T) =Tf%L(T) dr (8)

definiert wird. Fir T, wahlen wir die Temperatur
der Kesselwand, auf der S deshalb verschwindet.
Die Abb. 2 zeigt S(T) fir By=1 und 4 Tesla bei
pa=10% N/m2.

3. Die Differentialgleichungen fiir das Warme-
strompotential S und fiir das elektrische
Potential @

3.1. Aufstellung der Differentialgleichung fiir S
Im stationdren Fall reduziert sich die Energie-
gleichung (1) auf:
V(q+uv) +pV-v=j-E" 9)

Wegen der Rotationssymmetrie hingt die Tempera-
tur T nur von r und z ab. Aus den GIln. (4), (5)
und (9) folgt fiir T die partielle Differentialglei-
chung:

13 ar], @ aT
L2 [ ]+ S [ 3] = 0u+0s+0s.
(10)
mit den Quelltermen
QH= _jr(Er+vq;B{))+jwv1‘B()_sz29 (113)
) :
Q5= 3, [a(T) j.1, (11b)
3 1 3 dv,
Qs=5, (wv) + 5 (ruv) +p5.  (llc)

13
+p © B (rvg).

Bei den Experimenten, welche diese Untersuchung
angeregt haben, ist die Bogenlidnge wesentlich gro-
Ber als der Bogendurchmesser. Deshalb sind die
axialen Gradienten der Temperatur fast im ganzen
Bogen wesentlich kleiner als die radialen. Trotz der
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groflen Unterschiede zwischen #| und »#| dominieren
Wir wollen
deshalb den zweiten Term auf der linken Seite von

daher die radialen Warmeverluste.

Gleichung (10) als eine kleine Korrektur auffassen.
Den ersten Summanden, der die Energiebilanz be-
herrscht, linearisieren wir durch Verwendung des
Warmestrompotentials nach Gl. (8). Damit erhalten
wir fir S die quasilineare, elliptische Differential-
gleichung:

Vel iR - eres a2

3.2. Die Differentialgleichung fiir ®

Zur Berechnung von @ verwenden wir die in °

aufgestellte partielle Differentialgleichung:
13 P 3 3P
— B (' 2 ‘a‘;) T8, (01 '82) =0y~ Qs +0r (13)

mit den Quelltermen:

19 6y Ope

Qp: r”87(rene ar)’ (14a)
13

Qu= ~ 87 [r By(osv, —050,)], (14Db)

o= 2t D1 2 ba ). aso

Die Gleichungen fiir S und @ sind durch die Tem-
peraturabhéngigkeit der Transportkoeffizienten o, f3,
# und durch die Quellterme miteinander gekoppelt.

Diese Zusammenhinge sind so kompliziert, dal nur
eine numerische Losung Erfolg verspricht.

4. Numerische Losung

Zur numerischen Berechnung der Verteilungen
von S und @D verwenden wir ein einfaches Modell
des Bogens, das wir im folgenden zusammen mit
den Randbedingungen fiir S beschreiben wollen.

4.1. Geometrische Anordnung und Randbedingungen

Die Elektroden des Bogens werden zu ebenen
Kreisscheiben idealisiert, die wie beim Experiment
verschiedene Durchmesser besitzen konnen. Die An-
ordnung wird von einem isolierenden Zylinder mit

dem Radius r, umschlossen (Abb. 3).

Die Randbedingungen fiir S lauten:
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S=0 (&T,=10%°K)
S=S8; (& Tg=2-10*°K)
S=Ss(& TE=2'104OK)
S=0 (&T,=10°K)
S=0 (&T,=10°K)

Die Wahl der Temperaturen Ty und T ist bis zu
einem gewissen Mall unkritisch. Der von uns ge-
wiahlte Wert Ty soll als Temperatur kurz vor den
Elektroden verstanden werden. Die Erfahrung bei
den Rechnungen hat gezeigt, daB} sich die Tem-
peraturen in der Bogensdule praktisch nicht dndern,
wenn Tp zwischen 103 °K und 2-10%°K variiert.
Wiirde man die Schmelztemperatur von Wolfram fiir
Tg, wahlen, so wire das wohl auch nicht realistischer
als Ty =2-10% °K, da vor Kathode und Anode ohne-
hin schmale Bereiche liegen, die von den Emissions-
mechanismen beherrscht werden.

Die Wahl der Temperatur T ist unkritisch bis
auf eine Bedingung. Sie muf} unterhalb der Tempe-
ratur liegen, bei der die Warmeleitfahigkeit das Dis-
soziationsmaximum durchlauft (2,5°10% — 3-103 °K).
Die entsprechenden Randbedingungen fiir @ in der
geometrischen Anordnung nach Abb. 3 sind in % zu-
sammengefalt.

Die in Abb. 3 gezeigte Anordnung wird durch
ein Gitter mit den Maschenweiten Az und Ar unter-
teilt, in dessen Knotenpunkten die Werte von & und
S numerisch berechnet werden sollen. Da die Bestim-
mung von P fiir ein gegebenes Temperaturprofil
(damit ist auch das S-Profil bekannt) in ® schon
ausfithrlich dargestellt wurde, werden wir im fol-
genden nur noch die Berechnung von S fiir eine ge-
gebene Potentialverteilung beschreiben und dann zur
simultanen Losung der Gleichungen fir @ und S
tibergehen.

4.2. Aufstellung der Differenzengleichungen fiir S

Das in Abb. 3 dargestellte Gitter unterteilt den
Bogenraum in ringformige Volumelemente. Wir er-
halten direkt ein diskretes, mathematisches Modell
fiir den Erhaltungssatz der inneren Energie, wenn
wir die Gl. (12) mit Hilfe des Gauflschen Satzes je-
weils iiber ein Volumelement integrieren. Da wir ein
feines Gitter wiahlen wollen, setzen wir die %, o und
die Komponenten von \/S und j bei der Integration
konstant und gleich ihren Werten in der Mitte der
entsprechenden Oberflichenelemente. Die raumlichen
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fir r =0, 0:z<L,
fir r =ry, 0=:z<ZL,
fir r Zry, z2=0,
fir r <rxg, z=1L,
fir TA <1 <Tw, Z=09
fir k <r<ry, z=1L.

Ableitungen von S approximieren wir durch zentrale
Differenzenformeln zweiter Ordnung.

iz ity

il

r ar

Az
I’:I'A
Anode Kathode
I—L r=rg
zi= 0 z=1L

Abb. 3. Zur numerischen Losung. Geometrische Anordnung.

Die Integration der Ohmschen Heizung ersetzen
wir durch das Produkt des Wertes von j-E* im Zen-
trum des Volumelementes mit dessen Rauminhalt.
So entsteht ein System algebraischer Gleichungen,
dessen Koeffizienten von S abhidngen, da wir von
einer quasilinearen Differentialgleichung ausgegan-
gen sind.

Diese Gleichungen werden iterativ mit einem Re-
laxationsverfahren gel6st. Dabei gehen wir von einer
ersten Naherung fiir die S-Verteilung aus, die uns
auf Grund experimenteller Ergebnisse plausibel er-
scheint.

4.3. Der Einflul} des Relaxationsfaktors

Wegen der Nichtlinearitdt der Gleichungen ist es
nicht sicher, dal der Iterationsprozel gegen die Lo-
sung konvergiert. Der Erfolg des Verfahrens hingt
von der Giite der Anfangsniherung und von der
GroBe des Relaxationsfaktors @ ab (0<w<2).
Durch giinstige Wahl von @ konnen wir die Ge-
schwindigkeit der Konvergenz optimieren. Im Prin-
zip kann man den entsprechenden Wert von ® theo-
retisch berechnen, da er eindeutig von der Koeffi-
zientenmatrix festgelegt wird 2. In unserem Fall
hingen aber die Koeffizienten von der Losung ab,

12 R. S. VARGA, Matrix Iterative Analysis, Prentice Hall, Inc.,
Englewood Cliffs 1962.
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so daf} sich die Matrix und damit der optimale Re-
laxationsfaktor von Iteration zu Iteration &ndern
wiirde. Deswegen haben wir ein ,,mittleres“ w fiir
eine gegebene Potentialverteilung ,experimentell“

bestimmt. Als Beispiel ist in Abb. 4 die Zahl der

= L 300 : - |
5 \ |
o
o
r‘; |
3| 200 /
=
- /
N
100
Zahl der Gitterpunkte: 682
o -
88 190 192 194 196 198

_»
Relaxationsfaktor

Abb. 4. Anzahl der zur Konvergenz notwendigen Iterationen
abhéngig vom Relaxationsfaktor w.

zur Konvergenz nétigen Iterationen iiber w aufge-
tragen (Anzahl der Gitterpunkte =682). Die Kurve
zeigt das von der Theorie geforderte markante Mini-
mum in der Zahl der notwendigen Iterationen. Ver-
wendet man ein feineres Gitter, so dndert sich natiir-

195

1,90 /

Optimaler Relaxationsfaktor

1,85

0

180
200 400 600 800

Zahl der Gitterpunkte

Abb. 5. Abhingigkeit des optimalen Relaxationsfaktors von
der Anzahl der Gitterpunkte.
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lich auch der optimale Wert von . Ein Beispiel
fiir diesen Zusammenhang zeigt die Abb. 5.

4.4. Gemeinsame Iteration der Verteilungen

von D und S

Bisher haben wir nur kurz die Berechnung von S
fiir den Fall skizziert, daf} die Verteilung von @ be-
kannt ist. Tatsdchlich miissen wir aber eine konsi-
stente Losung der beiden gekoppelten Gleichungen
fir @ und S finden. Dazu verwenden wir das fol-
gende Schema. Wir gehen von einer ersten Naherung
fiir das S-Profil aus und berechnen iterativ die zu-
gehorige Potentialverteilung fiir einen gegebenen
Strom. Dieser Proze8 konvergiert immer, da @ einem
linearen Gleichungssystem geniigt.

Aus dieser Losung berechnen wir die Komponen-
ten des elektrischen Feldes und — unter Verwen-
dung der ersten Naherung fiir S — die Komponen-
ten der elektrischen Stromdichte. Nun kennen wir in
erster Naherung alle elektrischen Terme (j,, j-E*),
die wir zur Bestimmung der S-Verteilung bendétigen.
Deren Berechnung fithren wir iterativ in der in Ab-
schnitt 4.4 beschriebenen Weise aus. Wir warten je-
doch nicht die vollstindige Konvergenz des Prozesses
ab, sondern begniigen uns mit einer Naherungs-
16sung fiir S. Diese setzen wir wiederum in die Po-
tentialgleichung ein und fithren das beschriebene
Schema zyklisch durch, bis wir konsistente Vertei-
lungen von S und 9 erhalten.

Die Erfahrung bei den Rechnungen hat gezeigt,

daf} unser Iterationsschema zur Divergenz fiihrt,

wenn wir die Bestimmung von S fiir eine gegebene
®-Verteilung immer bis zur Konvergenz durchfiih-
ren. Dieses Verhalten erscheint uns plausibel, wie
wir an folgendem Beispiel zeigen wollen. Wird an
einer Stelle des Gitters der Wert von S zu hoch, so
kann das zur Divergenz fithren, da die Konvergenz
wegen der Nichtlinearitdt nicht gesichert ist. Gehen
wir dagegen mit dem zu groen Wert von S recht-
zeitig zur Potentialberechnung zuriick, so sinkt an
eben dieser Gitterstelle das elektrische Feld und da-
mit j-E* ab, da der Gesamtstrom konstant gehalten
wird. Die Verwendung der lokal verminderten Ohm-
schen Heizung in der Gleichung fiir S sorgt dann
fiir die Stabilisierung der Rechnung. Insgesamt ge-
sehen koppeln wir die zur Divergenz neigende Lo-
sung der nichtlinearen Energiegleichung eng an die
gesicherte Berechnung der Potentialverteilung an.
Das AusmaBl dieser Kopplung kann man durch die
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jeweilige Anzahl von Iterationen der S-Verteilung
einstellen.

Im allgemeinen verwenden wir verschiedene Re-
laxationsfaktoren ws und wg bei der Berechnung
von S und D.

Bei der gekoppelten Iteration verwenden wir fiir
wg einen Wert, der kleiner ist als der optimale Wert,
den wir bei der einmaligen Bestimmung von S fiir
ein gegebenes Potentialprofil gefunden haben (Ab-
schnitt 4.3). Es zeigt sich, daf} zwischen den Werten
von ®g , die noch zu beschleunigter Konvergenz fiih-
ren und denen, die das Schema schon divergieren
lassen, nur ein sehr schmaler Bereich liegt.

Da sich diese Grenze wiahrend der Rechnung we-
gen der Nichtlinearitdt in uniibersichtlicher Weise
verschiebt, verwenden wir immer ein wg auf der
sicheren Seite.

5. Ergebnisse

Der Ausgangspunkt dieser Arbeit war die Frage
nach den Parametern, die den Durchmesser der
Bogensaule bestimmen. Zunachst wollen wir dieses
Problem fiir einen Bogen ohne Schwerpunktsstro-
mungen systematisch untersuchen. Dabei lehnen wir
uns in der Wahl der geometrischen und elektrischen
Daten an Experimente an, die von ZANKL durchge-
fithrt wurden 2.

5.1. Der EinfluB der geometrischen Parameter
und des Magnetfeldes auf die Temperaturverteilung
im stromungsfreien Bogen

Fiir den Standardfall, von dem wir bei allen An-
derungen ausgehen werden, geben wir uns folgende
Werte vor:

I = 2140 A, re. = 3cm,

By = 4 Tesla, L =40cm,

rk = 0,75 em,  py = 103 N/m?=7,6 Torr.

ry = 2,25 cm,
Die Abb. 6 zeigt ein radiales Temperaturprofil in
der Mitte zwischen den Elektroden (z = L/2) fiir die-
sen Parametersatz und Meflergebnisse nach ZANKL 2.
Die deutlichen Unterschiede zwischen Experiment
und Theorie zeigen, daf} unser einfaches Modell den
Bogen nur grob beschreiben kann. Wir werden auf
die Ursachen fiir dieses Verhalten spater noch etwas
genauer eingehen, wollen vorerst aber bei unseren
einfachen Annahmen bleiben.

Zunichst untersuchen wir den Einflufl der Bogen-
linge L, wihrend die iibrigen Parameter festgehal-
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ten werden. Bei allen Rechnungen dieses Abschnitts
werden wir den Stromtransport durch \/|| T und den
Warmetransport durch jj| vernachldssigen [f; =0 in
Gl. (14c) bzw. a=0 in Gl. (5)], da sich gezeigt
hat, dal} die Beriicksichtigung der beiden Effekte die
radialen Temperaturprofile in der Bogenmitte kaum
andert.

25— ] -
Tx10* I

K]
10 \
A\
75

o
o]
5
o
o

25

0 | 1

0 0,5

Abb. 6. Vergleich eines berechneten radialen Temperaturpro-
fils (durchgezogene Kurve) mit MeSwerten von Zankl.

Bei Achsentemperaturen von etwa 10° °K sind
diese Transportvorgédnge noch nicht sehr wichtig.
Eine Ausnahme bildet der kiirzeste Bogen (L =10
cm), bei dem das axiale Temperaturprofil auch in
der Mitte zwischen den Elektroden noch merkliche
Temperaturgradienten besitzt. Eine Kontrollrechnung
mit Beriicksichtigung von f; und a ergibt, dafl der
maximale Fehler in der Achse auftritt (10%), wih-
rend die Randzonen praktisch nicht beeinfluflt wer-
den.

Die Abb.7 zeigt radiale Temperaturprofile bei
z=L/2. Parameter der Kurvenschar ist der Elek-
trodenabstand L. Man erkennt, dafl die Achsentem-
peratur T 4 zunachst mit L wachst, dann ein Maxi-
mum durchlauft und schlieBlich absinkt. Der sich
daraus ergebende Verlauf T, (L) ist in der Abb. 8
aufgezeichnet (unter Verwendung von Rechnungen
fir L=5cm und L =40 cm). Die Ursache dieses
Verhaltens liegt in der Wechselwirkung von Ohm-
scher Heizung und Endverlusten, die sich beide mit
der Lange dndern.

Das radiale Profil der elektrischen Feldstirke E:

wird mit wachsendem L breiter®>. Da der Strom /
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konstant gehalten wird, sinken die Werte von E,
und j,, was zu einer Verringerung der Ohmschen
Heizung und damit von T, fithrt. Die gleichzeitige
Abnahme der Endverluste spielt bei groflerem L
keine Rolle mehr, da das axiale Temperaturprofil
schon sehr flach verlauft. Wird dagegen der Bogen
sehr kurz, so fiihren die steilen Temperaturgradien-
ten zu hohen axialen Energieverlusten durch Warme-
leitung. Die optimale Lange, im Sinne hoher Achsen-
temperatur, wird durch diese beiden gegenldufigen
Phénomene festgelegt.

12,5 ;
Tx10* ﬁl':'o cm
1 | e
/ L=80cm
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‘ r/rg
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Abb. 7. Radiale Temperaturprofile bei z=L/2 fiir verschiedene
Bogenldngen L.

Wihrend die Variation von L gezeigt hat, dal} es
eine optimale Lange des Bogens gibt, erwarten wir
eine monotone Anderung von T, mit dem Kathoden-
radius rg . Die Ursache ist die Konzentration der

% .

Tx10% \ [
131 [K] ‘ ;
12 ,

L [cm]
20 40 60 80 100

Abb. 8. Die Achsentemperatur T4 bei z=L/2 abhingig von
der Bogenldnge L.
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axialen elektrischen Feldstirke auf die magnetische
Flulrohre, welche gerade die kleinere Elektrode um-
schliet. In unserem Fall ist das die Kathode. Bei
konstantem Strom muf} deshalb eine Verkleinerung
von rx zu einer VergroBerung der axialen Strom-
dichte und damit zu héheren Temperaturen fiihren.
Zur Demonstration dieses Effektes variieren wir von
unserem Parametersatz nur rg (rg =0,6 cm, 0,75
cm, 0,9 cm).

Die Abb. 9 zeigt die entsprechenden Temperatur-
profile bei z=L/2. Man erkennt, dal 75 sich wesent-
lich erhoht, je kleiner man rx wahlt. Grob gesagt
verhalten sich die Werte von Ty umgekehrt propor-
tional zum Quadrat der entsprechenden Kathoden-
radien. Dieser Verlauf war etwa zu erwarten, da der
Radius des stromfithrenden Kanals quadratisch in
die Berechnung der mittleren Stromdichte eingeht.

15
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Abb. 9. Radiale Temperaturprofile bei z=L/2 fiir verschiedene
Kathodenradien rx .

Als letzten geometrischen Parameter wollen wir
den Kesselradius ry variieren. Die Abb. 10 zeigt
zwei radiale Temperaturprofile bei z=L/2 fiir ry
=3cm und ry=6ocm. Diese VergroBerung des
Wandradius um den Faktor 2 fithrt zu einer Ver-
breiterung des Temperaturprofils von nur etwa
25% und 1Bt Ty um 4% ansteigen. Dieses Verhal-
ten beweist, dafl der Bogen im wesentlichen von den
Elektroden stabilisiert wird. Der Radius der Wand,
auf der eine Temperatur vorgeschrieben ist, spielt
hier keineswegs die dominierende Rolle wie in der
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Theorie zylindersymmetrischer Lichtbogen, sondern
er iibt nur einen geringen Einfluf} auf den Bogenkern

aus.
12,5 - ,
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Abb. 10. Radiale Temperaturprofile bei z=L/2 fiir zwei ver-
schiedene Radien ry der Kesselwand.

Aufler von den geometrischen Parametern werden
die Achsentemperaturen im Lichtbogen auch von der
Stiarke des Magnetfeldes abhingen. Die Vergrofle-
rung von B, reduziert die radialen Warmeleitungs-
verluste und fithrt gleichzeitig zu einer stirkeren
Konzentration von E,. Beide Einfliisse wirken im
Sinn einer Temperaturerh6hung. In Abb. 11 sind

radiale Temperaturprofile bei z=L/2 dargestellt. E,In k) ¥ §
2
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Abb. 11. Radiale Temperaturprofile bei z=L/2 fiir verschie-
dene Werte der magnetischen Induktion B, .
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Man erkennt einen relativ geringen Einfluf§ von B
auf die Temperaturverteilung. Erhcht man B, um
einen Faktor 10, so steigt T4 nur von 8,75-10* auf
1,38:10% °K an. Die schwache Wirkung einer Ver-
groBerung von B, hat ihre Ursache in der gleich-
zeitigen Zunahme des Druckes in der Entladung.
Damit werden die StoBzeiten der Elektronen gegen
Atome und Ionen kleiner, was die VergroBerung des
Hall-Parameters . 7, durch die Erhchung von B,
teilweise wieder aufhebt. Der Hall-Parameter wachst
also nicht proportional zu B,, sondern wesentlich
schwiacher. Da die Konzentration von E, und die
Reduzierung von x| gerade durch w,7, bestimmt
werden, ergibt sich der berechnete geringe Effekt.

5.2. Der Einflu3 der Rotation des Bogens

Wir haben schon am Beginn von Abschnitt 5.1
auf die Unterschiede zwischen den Ergebnissen un-
serer Rechnungen und dem Experiment hingewiesen.
Diese Differenzen driicken sich in den radialen Pro-
filen von E, noch deutlicher aus als in den Tempera-
turverteilungen. Theoretisch zeigt der Verlauf von E,
im Auflenbereich des Bogens eine Schulter, die dem
Minimum von o, 7, bei etwa 1,6-10* °K entspricht %,
wiahrend Messungen einen steilen Abfall von E.
(ohne Schulter) im AuBenbereich des Bogens er-
geben 2 3. Das E.-Profil nach 3 ist in Abb. 12 dar-

viem) 4 4,—— !
I I '
. 1
3____.._
2 4
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. |

0 0,5 1,5 —=rcm) 20

Abb. 12. Radiales Profil von E; bei z=L/2 nach Messungen
von SCHWENN.

gestellt, das theoretische Profil zeigt die Abb. 14
(Kurve fiir v,,=0). Die folgenden numerischen Un-
tersuchungen zur Klarung dieser Diskrepanz wollen

13 J. RAEDER, R. SCHWENN, S. WirTz u. G. ZaNkKL, The Ra-
dial Distribution of the Axial Electric Field in a Hydro-
gen Arc in a Strong Axial Magnetic Field. Ninth Interna-
tional Conference on Phenomena in Ionized Gases, Bucha-
rest 1969.
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wir an einem Bogen vornehmen, der durch folgende

Parameter charakterisiert wird:

I = 1800 A, By =1 Tesla,

ra = 1,6 cm, rvw = 6 cm,

pa = 103 N/m?=7,6 Torr.

Diese Daten entsprechen praktisch dem Bogen, an

dem das E,-Profil in 13 gemessen wurde.

Bisher haben wir einen Bogen ohne Stromungen
vorausgesetzt. Wir wollen nun diese Einschrinkung
aufgeben und eine Rotation der Plasmasdule zulas-
sen, auf deren Wichtigkeit KLUBER ! hingewiesen
hat. Im E,-Profil kann die Schulter verschwinden,
wenn man iber die rdumliche Verteilung der Rota-
tionsgeschwindigkeit v, folgende Voraussetzungen
macht:

a) Die Rotation ist so gerichtet, dall die resultie-
rende ¥ x B-EMK (v,-B,) radialen Stromen
entgegenwirkt.

b) Die Rotation ist unmittelbar vor der Kathode
am schnellsten.

c) In radialer Richtung nimmt v, jeweils sein Ma-
ximum etwa beim Radius der Kathode an.

Eine solche Verteilung von v, kann im Bogen auf-

treten, da die radialen Stromkomponenten vor den

Elektroden zusammen mit dem Magnetfeld zu j x B-

Kriften fiihren, die eine entsprechende Rotation an-

treiben.

Die radialen Stromkomponenten vor der Anode
sind in unserer Geometrie viel kleiner als vor der
Kathode. Hier muf} sich der Bogen am starksten
kontrahieren, da die Kathode wesentlich diinner ist
als die Anode. In die gleiche Richtung wirkt die
Kontraktion des kathodischen Stromansatzes auf
einen Brennfleck. Deshalb wird vor der Kathode die
stdrkste Rotation auftreten. Das radiale Maximum
von v, wird etwa dort liegen, wo die radialen Strom-
komponenten j, am groBten sind, d. h. am Rand der
Kathode. Zur Anode hin wird die Rotation lang-
samer, da j, abnimmt. In der Umgebung der Anode
muf} sich die Richtung von v, umkehren, da dort j,
sein Vorzeichen wechselt. Die Betrdge von v, werden
hier wegen der kleineren j, wesentlich geringer sein
als vor der Kathode. Der beschriebene Mechanismus
fiihrt also zu einer durch die Punkte a, b, ¢ qualita-
tiv beschriebenen Verteilung von v,, .

Wir wollen nun die Auswirkungen der Rotation
numerisch mit folgendem v,-Profil studieren: der
radiale Verlauf von v, sei durch das Dreiecksprofil

rk =1 cm,
L =14 cm,

14 0. KLUBER, Z. Naturforsch. 24 a, 1473 [1969].
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Abb. 13. Radiales Profil der Rotationsgeschwindigkeit v, .

nach Abb. 13 gegeben; der Wert des radialen Maxi-
mums V., fallt von seinem groBten Wert (vgmax)
vor der Kathode linear auf Null vor der Anode ab.
Die Abb. 14, 15 und 16 zeigen die berechneten ra-
dialen Verteilungen von E,, j, und T bei z=L/2 fiir
verschiedene Werte von v,p. . Rotationsgeschwin-
digkeiten vor der Kathode bis zu 10° cm/sec d@ndern
bei dem angelegten Magnetfeld By =1 Tesla nur we-
nig am E,-Profil, Geschwindigkeiten zwischen 3-10%
und 5-10° cm/sec lassen schon die Schulter ver-
schwinden, noch grolere Werte von gy, fihren
schlieBlich zu negativen Werten von E, in der Rand-
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Abb. 14. Radiale Profile von E; bei z=L/2 fiir verschiedene
Werte von vgmax -
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Abb. 15. Radiale Profile von j, bei z=L/2 fiir verschiedene
Werte von vgmax -

zone. Weit aullerhalb des heilen Bogens verschwin-
det E, fir alle Werte von v .y, da der Hall-Para-
meter . T, hier sehr grofle Werte annimmt. Die
Profile von j, und T zeigen eine zunehmende Kon-
zentration des Stromes auf den Kern des Bogens
und die entsprechende Erhohung der Achsentempe-
raturen mit wachsenden Werten von v,pax . Schnelle
Rotationen der Bogensdule beeinflussen also direkt
die Feldverteilung in der Entladung und iiben damit
auch einen mittelbaren Einflufl auf die Temperatur-
verteilung aus.
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Abb. 16. Radiale Temperaturprofile bei z=L/2 fiir verschie-
dene Werte von v max -
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5.3. Der EinfluB3 einer radialen Stromung

Die Annahme einer bestimmten Verteilung der
Rotationsgeschwindigkeit v,, fithrt zwar zu E.-Profi-
len, deren Form mit Messungen iibereinstimmt, laf3t
aber eine weitere Diskrepanz ungeklart: die Achsen-
werte von E, nach Abb. 14 sind nur etwa halb so
groBl wie die MeBwerte (Abb.12). Das bedeutet
aber, da} dem Bogen mehr Energie zugefiihrt wer-
den muf} als unser theoretisches Modell erwarten
laBt. Bisher haben wir angenommen, dal} die ra-
dialen Verluste der Entladung nur durch Warme-
leitung verursacht werden. Statt dieser Vereinfachung
wollen wir nun eine Gasstrémung vom Zentrum des
Bogens radial nach auflen annehmen (s. Punkt f in
Abschnitt 2.2). Zum numerischen Studium dieser
konvektiven Kiihlung des Bogens machen wir fol-
gende vereinfachende Annahmen:

a) bei der Berechnung der inneren Energie u be-
riicksichtigen wir die Dissoziations- und Ionisa-
tionsenergien nicht, d. h. wir vernachlissigen die
Kiithlung des Bogens durch konvektiven Trans-
port von Reaktionsenergie,

b) das radiale Profil von v, sei durch ein Dreiecks-
profil gegeben (Abb. 17),

c¢) v, hdangt nicht von z ab.
Ve I
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Abb. 17. Radiales Profil der Stromungsgeschwindigkeit vy .

Dieses drastisch vereinfachte Geschwindigkeits-
profil erfiillt offensichtlich die Kontinuitétsgleichung
nicht. Es soll deshalb nur als mathematisches Modell
verstanden werden, durch das wir eine physikalisch
sehr komplizierte Situation approximieren wollen.

Die Hohe des Geschwindigkeitsmaximums (vrmax)
und seine Lage (ry,) werden wir variieren. Gleich-
zeitig wollen wir annehmen, dafl im Bogen die im
vorhergehenden Abschnitt beschriebene Verteilung
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von v,, (Abb. 13) mit v y.x = 5°10° cm/sec vorliegt.
Die Abb. 18 und 19 zeigen Temperaturprofile bei
z=L/2 fiir verschiedene Stromungsgeschwindigkei-
ten, deren Maxima v,yac bei r, =0,9 cm bzw. ry
= 1,3 cm auftreten. Man erkennt, dal die GroBe
der Geschwindigkeiten und auch die Lage ihres Ma-
ximums die Temperaturverteilungen beeinflussen.

Twa“[oK] N =0

Vi max = 10° cm /sec

‘ /V, id =3% 10°em/sec

'/Vr max = ?.103cm/sec
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Abb. 18. Radiale Temperaturprofile bei z=L/2 fiir verschie-
dene Werte von vrpax fiir r;=0,9 cm.

Bei festgehaltener Lage des Maximums sinken die
Temperaturen mit wachsender radialer Stromungs-
geschwindigkeit, da die konvektive Kiihlung zu-
nimmt. Dieser Einflufl wird geringer, wenn das Ma-
ximum von v, radial nach aullen wandert. AuBler-
dem héngt die Form der radialen Temperaturvertei-
lung von ry, ab.
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Abb. 19. Radiale Temperaturprofile bei z=L/2 fiir verschie-
dene Werte von vrmax fir rp;=1,3 em.
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Die Abb. 20 und 21 zeigen die radialen Profile
von E, und j, bei z=L/2 ohne radiale Strémung
und mit einer Stromung, deren Maximum v;p,y =
7-10% cm/sec bei r, =1,3 cm liegt. Wahrend sich
die beiden j,-Verteilungen kaum unterscheiden, fiihrt
die konvektive Kiithlung zu einem Anstieg von E: in
der Achse von 1,58 V/em auf 2,57 V/cm. Entspre-
chend steigt die bei z=L/2 pro cm umgesetzte Lei-
stung von 2,72 kW/cm auf 3,84 kW/cm an.
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Abb. 20. Radiale Profile von E; bei z=L/2 fiir vymax=0 und
7-10% cm/sec.

Die beschriebene numerische Untersuchung zum
EinfluB von v, soll wegen ihrer radikalen Verein-
fachungen nur als eine Abschitzung betrachtet wer-
den. Diese zeigt aber sehr deutlich, daB} schon rela-
tiv kleine Geschwindigkeiten zu Energieverlusten
fithren, die wesentlich ins Gewicht fallen. Die Ur-
sache dafiir liegt in der starken Reduzierung der
radialen Kontaktwérmeleitung durch das Magnet-

feld.
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Abb. 21. Radiale Profile von j; bei z=L/2 fiir vrmax==0 und
7-103% c¢m/sec.
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6. Zusammenfassung

Die theoretischen Untersuchungen haben gezeigt,
daf ein stationdrer Lichtbogen mit kleinen Elektro-
den in einem starken axialen Magnetfeld im allge-
meinen auch dann nicht zu einem unendlich langen
(zylindersymmetrischen) Bogen idealisiert werden
kann, wenn seine Léinge wesentlich grofler ist als
sein optischer Durchmesser. Das Magnetfeld fiihrt
zu einer Abhingigkeit des axialen elektrischen Fel-
des vom Radius, die ja bei Zylindersymmetrie ge-
rade nicht besteht.

In einem stromungsfreien Bogen liegt die Ursache
fiir dieses Verhalten allein in der starken Reduzie-
rung der elektrischen Leitfahigkeit senkrecht zum
Magnetfeld.

Im Sinne hoher Achsentemperaturen hat ein sol-
cher Bogen eine optimale Linge, die durch das
Wechselspiel von Endverlusten und Konzentration
der elektrischen Feldstirke bestimmt wird.

Mit abnehmendem Kathodendurchmesser steigen
die Temperaturen an, da der Strom auf die Achse
konzentriert wird.

Vom Ort der kalten Rohrwand héngen die Tem-
peraturen nur wenig ab, d. h. der Bogen wird stark
durch die Elektroden stabilisiert (der Abstand der
Wand von der Bogenachse muf} natiirlich immer
noch wesentlich grofler sein als der Radius der klei-
neren Elektrode).

Mit Erhohung des axialen Magnetfeldes steigen
die Temperaturen nicht stark an, da gleichzeitig der
Druck in der Entladung wachst. Das aber vermin-
dert den Einfluf} des Magnetfeldes auf die Trans-
portvorgénge senkrecht zu B.

Zu diesen Effekten kommt der Einflul von Stré-
mungen im Bogen. Verteilungen der Rotationsge-
schwindigkeit im Bogen, die durch Experimente
nahegelegt werden, fithren direkt zu Modifizierun-
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gen der Potentialverteilung. Mittelbar werden da-
durch auch die Temperaturverteilungen geéndert.
Schnelle Rotationen konnen sogar zu einer Umkehr
des axialen elektrischen Feldes im Auflenbereich des
Bogens fiihren.

Wesentlichen Einflul auf die Energiebilanz kon-
nen radiale Stromungen besitzen, die bei Experi-
menten mit massiven Elektroden durchaus vorstell-
bar sind. Da die radiale Warmeleitung durch das
Magnetfeld stark reduziert wird, fithren schon rela-
tiv geringe Stromungsgeschwindigkeiten zu merk-
lichen Energieverlusten.

Aus der Wichtigkeit von Strémungen im Bogen
fir Potentialverteilung und Energiebilanz folgt fiir
weitere Arbeiten die Notwendigkeit, auch noch die
Kraftgleichung in das System der zu l6senden Glei-
chungen einzubeziehen.

Wir bedanken uns bei Frau H. WILHELM fiir ihre viel-
faltige Unterstiitzung bei der Programmierung unserer
Probleme fiir die Rechenmaschine.

Diese Arbeit wurde im Rahmen des Vertrages zwi-
schen dem Institut fiir Plasmaphysik und der Europdi-
schen Atomgemeinschaft iiber die Zusammenarbeit auf
dem Gebiet der Plasmaphysik durchgefiihrt.

Anhang

Die wichtigsten Bezeichnungen

@ elektrisches Potential T  Temperatur
E elektrische Feldstarke S Wirmestrompotential
J elektrische Stromdichte 7w  Wandtemperatur
1 Gesamtstrom Tr.  Temperatur vor den
B magnetische Induktion Elektroden
h Einheitsvektor zu B pA  Gesamtdruck im kalten
B, axiale Komponente Gas
von B Pe Elektronendruck
we 7o Hall-Parameter der rA  Anodenradius
Elektronen rk  Kathodenradius
In 2 Coulomb-Logarithmus ryw  GefdBradius

Schwerpunktsgeschwin- L Elektrodenabstand

digkeit



